
D I E T E R  BETTEN 

4 - D I M E N S I O N A L E  P R O J E K T I V E  E B E N E N  MIT 

3 - D I M E N S I O N A L E R  T R A N S L A T I O N S G R U P P E  

Friedrich Bachmann zum Gedenken 

O. EINLEITUNG 

Eine 4-dimensionale projektive Ebene ist eine topologische projektive 
Ebene, die zur Ebene fiber C hom6omorph ist. Ihre Kollineationsgruppe 
ist eine Lie-Gruppe von Dimension ~< 16. Falls die Kollineationsgruppe 
mindestens 9-dimensional ist, dann ist die Ebene desarguessch, das heiBt, 
zur Ebene iiber C isomorph. Bei 8-dimensionaler Kollineationsgruppe gibt 
es-bis  auf Dualit~it-h6chstens Translationsebenen [18]. Eine 4- 
dimensionale projektive Ebene heiBt flexibel, falls die Kollineationsgruppe 
eine offene Bahn im Fahnenraum besitzt; diese Bahn ist dann 6-dimensional. 
Fiir 4-dimensionale Translationsebenen bedeutet Flexibilit~it, dab die 
Kollineationsgruppe mindestens 7-dimensional ist, und alle derartigen 
Ebenen sind in einer Reihe von Arbeiten vollst/indig bestimmt worden 
[2]-[7]. Mir erscheint es wiinschenswert- und m6glich-auch noch die 
flexiblen 4-dimensionalen Nicht-Translationsebenen zu bestimmen. Aller- 
dings hat sich diese Aufgabe bislang als viel schwieriger erwiesen als die 
Herleitung der 4-dimensionalen Translationsebenen. Als Dimension der 
Kollineationsgruppe kommt dabei nur 6 oder 7 in Frage, Beispiel fiJr 
flexible 4-dimensionale Nicht-Translationsebenen sind die 'komplexen 
Schiefparabelebenen' [8]. 

In der vorliegenden Arbeit machen wir nun den Ansatz, dab bez~iglich 
einer festen Geraden eine 3-dimensionale Translationsgruppe existiert. 
AuBerdem verlangen wir, dab eine Bahn dieser Translationsgruppe unter 
der vollen Kollineationsgruppe invariant ist. Diese Fixbahn ist hom6omorph 
zu R a und zerlegt den affinen Punktraum _K 4 in zwei Halbr~iume, auf denen 
jeweils eine 'halbe' Translationsebene induziert wird. Durchsicht der 
Klassifikation aller 4-dimensionalen Translationsebenen liefert dann Paare 
von Translationsebenen-H~ilften die sich l~ings eines R a in der gewiinschten 
Weise verheften lassen. Dieses Verfahren liefert mehrere Scharen flexibler 
Nicht-Translationsebenen. Dabei kann auch eine desarguessche Ebenen- 
h/ilfte mit auftreten. Das Konstruktionsverfahren l~iBt sich als Verallgemei- 
nerung des Knickprozesses auffassen, der bei 2-dimensionalen Ebenen zu den 
Moulton-Ebenen fiJhrt. 
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1. H E R L E I T U N G  DER EBENENKLASSE 

Sei (P, A¢) eine 4-dimensionale projektive Ebene, F die Gruppe aller stetigen 
Kollineationen und A = F 1 die Einskomponente. Wir setzen nun voraus, dal3 
eine Gerade L® existiert, die unter A in sich geht, und beztiglich der eine 
3-dimensionale Translationsgruppe vorliegt. Mit T bezeichnen wir die 
Einskomponente dieser Translationsgruppe. Der Raum P - L der eigent- 
lichen Punkte ist hom0omorph zu R 4, wir bezeichnen ihn kurz mit R 4. Mit 

bezeichnen wit die Menge der Bahnen yon T auf R 4, versehen mit der 
Quotiententopologie. 

LEMMA 1. (a) Die 3-dimensionale Translationsgruppe T ist isomorph zur 
Vektorgruppe R a. 

(b) Es gibt einen Punkt z~L  so, dab die Translationen in Richtung z einen 
2-dimensionalen Unterraum yon R a bilden. Die zu diesem Unterraum komple- 
mentiiren 1-dimensionalen T eilriiume yon R a entsprechen bijektiv den Transla- 

tionsffruppen zu den Richtungen z' :fi z auf Loo. 
(c) Auf dem Raum R 4 der eigentlichen Punkte liil3t sich ein (x, y, u, v)- 

Koordinatensystem so einf~hren, dab die T-Bahnen genau dutch x = const. 
gegeben werden; insbesondere ist der Bahnenraum ~ homi~omorph zu R. 

Beweis. (a) Da die Gruppe der Translationen in einer Richtung hfchstens 
2-dimensional ist, die Translationsgruppe aber als 3-dimensional voraus- 
gesetzt ist, gibt es Translationen in verschiedenen Richtungen, die 
Translationsgruppe ist daher kommutativ. Die Einskomponente T ist 
folglich eine 3-dimensionale zusammenh/ingende kommutative Lie-Gruppe. 
Nach [16, 3.2] enth/ilt T keine von 1 verschiedenen kompakten Unter- 
gruppen, und daher folgt T ~ R 3. 

(b) Jede Einparameteruntergruppe von T, dab heiBt, jeder eindimensio- 
nale Teilraum von R a besteht aus Translationen mit ein und demselben 
Zentrum aufLo [15, 3.26]. Dies liefert wie in [16, 4.6] eine stetige Abbildung 
vom Raum aller eindimensionalen Teilr~iume der Vektorgruppe T = R a 
(homSomorph zur reellen projektiven Ebene) in L0o (homSomorph zur 
2-Sph/ire). Diese Abbildung ist nicht injektiv, da man die reelle projektive 
Ebene nicht in die 2-Sph/ire einbetten kann. Es gibt daher zwei verschiedene 
eindimensionale Teilr/iume (und somit einen 2-dimensionalen Unterraum) 
von R a mit ein und demselben Zentrum z~Loo. Einen zweiten Punkt z' # z 
auf Lo~ mit 2-dimensionaler Translationsgruppe gibt es nicht, sonst h/itte 
T die Dimension 4, und die Ebene w/ire eine Translationsebene, ein 
Widerspruch. 

Indem wir die eindimensionalen Teilr/iume des ausgezeichneten 2- 
dimensionalen Teilraumes von R a zu einem Punkt identifizieren, erhalten 
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wir eine stetige Abbildung der 2-Sph/ire in eine 2-Sph/ire, die injektiv und 
folglich surjektiv ist. Damit ist gezeigt, dab jeder Punkt z' ~ z auf Loo das 
Zentrum einer eindimensionalen Translationsgruppe ist. 

Zum Beweis von (c) fiihren wir auf der aftinen Ebene P -  L ein (4, r/)- 
Koordinatensystem so ein, dab die r/-Achse durch zeL® und die ~-Achse 
durch einen Punkt z'e L, z' :fi z, geht. Wir identifizieren den Tern/irk6rper 
K mit der r/-Achse. Da die Translationsgruppe in Richtung z transitiv ist, 
ist die additive Loop (K, +)  eine kommutative Gruppe, und zwar gilt 
(K, + ) ~ ( R  2, +). Die Translationen in z-Richtung haben dann die Form 
(4, r/)~--+(~, r/+ z), z~K. Sei E die Bahn des Ursprungs unter der Einpara- 
metergruppe von Translationen in z'-Richtung, dann verifiziert man, dab 
die Translationen zur z'-Richtung in Koordinaten folgende Gestalt haben: 
(4, ~/)~--~(~ + P, r/) mit peE. Insgesamt wirkt die Translationsgruppe T auf 
K x K ~ R  4 als (~,r/)~--~(~ +p,  ~/+~) mit p~E, ~ K .  Der Bahnenraum • ist 
damit hom6omorph zum Restklassenraum von R 4 nach einer zu R 3 iso- 
morphen Untergruppe und daher hom6omorph zu R. Wenn wir ~ = (x, y) 
und r/= (u, v) mit x, y, u, veR ausschreiben, dann erhalten wir das im Lemma 
angegebene Koordinatensystem auf R 4. 

Fiir die Wirkung von A auf dem Raum 3E der T-Bahnen gilt 

LEMMA 2. Entweder fiihrt A eine T-Bahn in sich iiber, oder A wirkt transitiv 

auf 3L 
Beweis. Die zusammenh/ingende Gruppe A wirkt als topologische Trans- 

formationsgruppe auf dem zu R hom6omorphen Raum 3L Die Aussage folgt 
dann unmittelbar, siehe etwa [14, Hilfssatz 4]. 

Gem/il3 Lemma 2 gibt es bei der Untersuchung von 4-dimensionalen 
projektiven Ebenen mit 3-dimensionaler Translationsgruppe zwei F/ille: 

(a) die Existenz einer A-invarianten T-Bahn, kurz 'Fixbahn', und 
(b) Transitivit/it von A auf ~ und folglich Transitivit/it von A auf P - L o, 

kurz 'Transitivit/it'. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns auf den Fall (a) beschr/inken. 
Beispiele fiir den Fall (b) sind die komplexen Schiefparabelebenen. 

LEMMA 3. Die Gruppe A wirkt treu auf der Fixbahn T ~ R a und zwar als 
Unteraruppe der affinen Gruppe oon R 3. 

Beweis. Wir legen das (x, y, u, v)-Koordinatensystem so, dab die Fixbahn 
T ~ R 3 durch x = 0 gegeben wird. Sei 6~A eine Kollineation, diejeden Punkt 
der Fixbahn festh/ilt. Dann fixiert 6 insbesondere ein in der Fixbahn gelegenes 
Viereck und ist nach [16,4.1] die Identit~it. Somit wirkt A treu auf der 
Fixbahn. Die nicht durch zeLoo gehenden Geraden der Ebene schneiden 
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die Fixbahn R 3 in eindimensionalen aftinen Teilr/iumen mit y ~ const. 
Diese eindimensionalen affinen Teilr~iume werden unter A permutiert und 
folglich auch die von Paaren solcher eindimensionaler affiner Teilr/iume 
erzeugten 2-dimensionalen affinen Teilr~iume. Durch Schnitt der 
letztgenannten 2-dimensionalen affinen Teilr/iume mit den 'senkrechten' 
Geraden x = 0, y = const, erh~ilt man alle eindimensionalen affinen Teil- 
r/iume des R 3. Somit permutiert A die eindimensionalen affinen Teilr/iume 
des R 3, ist also eine Untergruppe der affinen Gruppe des R a. 

Die Gruppe A ist folglich eine 6- oder 7-dimensionale Untergruppe der 
affinen Gruppe von R a, der lineare Anteil also eine 3- oder 4-dimensionale 
Untergruppe der Matrizengruppe 

a ; r(ad - bc) --/= 0 . 
c 

Damit hat man schon einen guten l~berblick aber die m~glichen Wirkungen 
auf der Fixbahn, es fehlt nur noch die Operation auf den beiden Zusam- 
menhangskomponenten yon R 4 - R a. 

Wir machen nun noch 
Streckungsgruppe 

folgende Fallunterscheidung: entweder die 

des R a setzt sich zu Kollineationen der Ebene fort oder nicht. Wir wollen 
uns hier auf den ersten Fall beschr/inken ('Fixbahn mit Streckungsgruppe'). 

SATZ 1. Sei eine 4-dimensionale projektive Ebene mit 3-dimensionaler 
Translationsgruppe T beziiglich der Geraden L~o gegeben. Die Einskom- 
ponente A = F 1 der vollen Kollineationsgruppe m6ge eine T-Bahn auf P -Loo 
in sich iiberfahren, ferner miJge sich die positive Streckungsgruppe yon T ~ R a 
zu Kollineationen der ganzen Ebene fortsetzen (Fixbahn mit Streckungs- 
gruppe). Dann liiBt sich auf R 4 = P - L o~ ein (x, y, u, v)-Koordinatensystem so 
einf~hren, dab die Fixbahn durch x = 0 gegeben wird und die Streckungsgruppe 
des R a sich zur Streckungsgruppe des R 4 fortsetzt. Jede nicht durch zeLoo 
gehende Gerade der Ebene wird dutch eine Gleichung folgender Form gegeben : 

u = c q x  + f l Y + U ° }  furx<<.O, 
v = f i x  + gy+  v o 

u -- °~2x -l- flY -'}- Uo } j~r x >~ O, 
V = f2 X d- gy + v o 
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das heiBt, sie ist aus zwei partiellen 2-dimensionalen affinen Teilrliumen des 
R 4 liings eines eindimensionalen affinen Teilraum der Fixbahn R 3 zusammen- 

gesetzt. Die yon der gegebenen affinen Ebene P -  L auf dem Halbraum 
x >t 0 induzierte Teilstruktur stimmt iiberein mit der Beschr~inkung einer 
4-dimensionalen topologischen Translationsebene auf x >I 0, und entsprechend 
wird j~r x <~ 0 eine 'halbe' Translationsebene induziert. Diese beiden Transla- 
tionsebenenhiilften werden liings des gemeinsamen Randes R a zu einer 4- 
dimensionalen affinen Ebene verheftet. 

Beweis. Wir fiihren ein (~, r/)-Koordinatensystem wie in Lemma l(c) ein, 
wobei der Ursprung dieses Koordinatensystems mit 0~R 3 zusammenfallen 
soil. Da die Streckungen des R 3 sich zu Kollineationen der Ebene fortsetzen, 
sind dies Streckungen mit Zentrum 0 und Achse L~.  Sie fiihren insbesondere 
die drei Geraden 0 u z', 0 u z und r /= ~ in sich und haben daher die Form 
(~, ~/)~(~#, r/#), # s K .  Auf dem Paar (x ,y )=  ~ 0 u z '  wird daher dieselbe 
Abbildung induziert wie auf dem Paar (u, v) = r/c0 u z. Da nach Vorausset- 
zung auf dem Paar (u, v) die Abbildung (u, v)~--*(ru, rv), r > 0, induziert wird, 
bekommt man insgesamt die Abbildung (x, y, u, v)~-*(rx, ry, ru, rv) auf 
K x K ~ R 4. Dabei sei die Fixbahn T ~ R 3 wieder durch x = 0 gegeben. 

Sei eine Gerade L durch OeR 4 gegeben, die nicht durch z e L  geht. Sei 
p e L  ein Punkt darauf, der im Halbraum x > 0 liegt. Dann entsteht der in 
x/> 0 liegende Teil von L, indem man au f0eR  und aufp die positive Streck- 
ungsgruppe des R 4 und diejenige eindimensionale Translationsgruppe 
anwendet, welche L in sich fiihrt. Die Vereinigung dieser beiden Bahnen 
ist die Beschr/inkung eines 2-dimensionalen affinen Teilraums des R 4 auf 
x >/0. Entsprechend hat die Gerade L auch fiir x ~< 0 die Gestalt eines 
partiellen 2-dimensionalen affinen Teilraumes des R 4. Durch Anwendung 
der Translationsgruppe in z-Richtung folgt, dab jede nicht durch z e L  
gehende Gerade die im Satz angegebene Gestalt hat. 

Wir setzen die yon der Ausgangsebene auf x t> 0 induzierte Teilgeometrie 
zu einer Geometrie auf ganz R 4 fort, indem wir die auf x t> 0 gegebenen 
partiellen 2-dimensionalen affinen Teilr/iume zu ganzen 2-dimensionalen 
affinen Teilr/iume auf R 4 erg/inzen (ohne bei x = 0 abzuknicken) und die 
"Senkrechten" (x, y) = const, x < 0, als Geraden durch z E L  hinzunehmen. 
Wit wollen zeigen, dab auf diese Weise eine topologische Translationsebene 
auf R 4 entsteht: 

(a) der Nullpunkt 0eR 4 ist mit jedem von ibm verschiedenen Punkt 
(x, y, u, v)e R 4 durch genau einen 2-dimensionalen Teilraum verbunden. 
Beweis: Fiir x/> 0 folgt das aus der Form der Ausgangsebene, wit kSnnen 
also x < 0 annehmen. Die gesuchte Verbindungsgerade von 0 und (x, y, u, v) 
ist ein 2-dimensionaler Teilraum des R 4, welcher den eindimensionalen 
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Teilraum durch 0 und (x, y, u, v) enth~ilt. Der im Halbraum x > 0 verlaufende 
Teil dieses eindimensionalen Teilraumes bestimmt dort eindeutig einen 
partiellen 2-dimensionalen Teilraum, und dessen Erg/inzung ist die eindeutig 
bestimmte Verbindungsgerade von 0 und (x, y, u, v). 

(b) Damit ist gezeigt, dab die Geraden durch 0 e R  4 eine Partition des R 4 
bilden, und Anwendung der 2-dimensionalen Translationsgruppe in 
Richtung z zeigt, dab eine Translationsebene auf R 4 vorliegt. 

(c) Diese Translationsebene ist topologisch. Zum Beweis geniigt es 
nachzupriifen, dab die mit der Partition verkniipfte 'transversale Bijektion' 
z: R 2 --* R 2, vgl. [2], ein Hom6omorphismus ist. Eine Inspektion des Beweises 
von Satz lb  in I-2] zeigt, dab beim Nachweis der Hom6omorphieeigenschaft 
von z die Kenntnis der Ebene fiir x/> 0 genfigt. Da die Ausgangsebene als 
topologisch vorausgesetzt ist, folgt daher, dab z ein transversaler Hom6o- 
morphismus ist. 

Damit ist gezeigt, dab die auf x/> 0 induzierte Teilgeometrie die Beschr~in- 
kung einer 4-dimensionalen topologischen Translationsebene ist, und 
analog folgt dies auch fiir x ~< 0. 

B E M E R K U N G .  Wir haben oben geschlossen, dab eine Geometrie auf R 4, 
deren Geraden 2-dimensionale affine Teilr/iume sind, eine 4-dimensionale 
Translationsebene i s t - sofe rn  in einer Richtung eine 2-dimensionale 
Translationsgruppe vorliegt. Gilt die Aussage auch noch ohne diese Zusatz- 
voraussetzung, oder existieren Nicht-Translationsebenen auf R 4 mit lauter 
2-dimensionalen affinen Teilr/iumen als Geraden ? Man beachte, dab es im 
R 4 Paare windschiefer 2-dimensionaler affiner Teilr/iume gibt. 

2. K O N S T R U K T I O N  VON EBENEN 

Wir wollen nun die in 1. beschriebenen Ebenen konstruieren, indem wir zwei 
fiir x ~< 0 bzw x >i 0 gegebene Translationsebenenh~ilften bei x = 0 zusam- 
menheften. Die verheftete Ebene hat als Geraden die Geraden der Form 
(x, y) = const durch z e L ,  ferner die Geraden 

u=oq( f l 'O)x+f lY+Uo~ fiJr x ~< 0 
v = f l  (fl, 9)x + OY + Vo ) 

Lp,g,uo,vo = (x, y, u, v); 

u=~t2(fl 'O)xd-flYd-U°~ fiir x >~ 0 
v = f2(fl, 9)x + 9Y + Vo ) 

Dabei ist fl, O, Uo, voeR, und ~1 , f l ,  %,f2  sind geeignete stetige Funktionen 
in fl und O. Wir priifen nun naeh, wann dies eine 4-dimensionale topologisehe 
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affine Ebene ist. Dazu seien zwei Punkte ( x l , y l , u l , v l ) ,  xl ~<0, und 
(x2, Y2, u2, v2), x2 ~> 0, vorgegeben. Einsetzen in obige Gleichungen und 
Elimination von u 0 und v 0 ergibt 

~2(/~, g ) x  2 - ~1(/~, g ) x l  + / ~ ( y 2  - y~)  = u~ - u~ 
(*) 

f2(fl' g)x2 --fl(fl' g)Xl + g(Y2 -- Yl) = 1)2 - / ) i "  

Notwendig fiir die Existenz der verhefteten Ebene ist nun, dab das Gleich- 
ungssystem (.)fiJr gegebene Yl, Y2, ul, u2, vl, v2, xl ~< 0, x 2/> 0 sich eindeutig 
und stetig nach fl und g aufl6sen 1/il3t. Da man die Stetigkeit der Verbindung 
auf den beiden Halbebenen schon hat, folgt durch stiickweises Zusammen- 
setzen die Stetigkeit der Verbindung. Nun betrachten wir den Schnitt zweier 
Geraden. Falls der Schnittpunkt im Halbraum x ~< 0 liegt, dann ist die 
Beschr/inkung der Schnittoperation stetig da auf x ~< 0 eine halbe topo- 
logische Translationsebene vorliegt. Entsprechend ist die Beschr/inkung 
der Schnittoperation auf Paare von Geraden mit Schnittpunkt in x/> 0 
stetig, und durch stiickweises Zusammensetzen folgt die Stetigkeit des 
Schnittes. Da die Translationsgruppe in z-Richtung transitiv ist, hat man 
damit eine topologische affine Ebene, deren projektiver AbschluB eine 
4-dimensionale topologische projektive Ebene ist. Wir fassen dies zusammen 
im 

LEMMA4.  Dutch Verheftung zweier Translationsebenenhiilften entsteht 
genau dann eine 4-dimensionale topologische Ebene, wenn das Gleichungs- 
system (.) eindeutig und stetig nach fl und g aufli~sbar ist. 

Sei A die Einskomponente der Kollineationsgruppe der verhefteten 
Ebene, dann bezeichnen wir mit A 1 bzw A 2 die Einschr/inkung von A auf die 
Translationsebenenh/ilfte x ~< 0 bzw x/> 0. Es gilt 

LEMMA 5. Falls die dutch Verheftung entstehende Ebene keine Translations- 
ebene ist, dann bleibt der gemeinsame Rand R a unter A fest und es gilt A = 

A 1 -- A2. 

Beweis. Angenommen, der gemeinsame Rand w/ire nicht fest, dann w/ire 
A transitiv auf R 4 und bei jedem Punkt p~R 4 l/ige eine eindimensionale 
Streckungsgruppe vor. Nach [-18, S. 239] w/ire die Ebene dann eine Trans- 
lationsebene im Widerspruch zur Voraussetzung. Sei E 2 die auf x t> 0 
induzierte Halbebene, /~2 die erg/inzte Translationsebene auf R 4 und '~2 
die Kollineationsgruppe von/~2, die R 3 festl/iBt. Wir zeigen A 2 = A2: sei 
eine Kollineation 6eA 2 gegeben dann setzen wir 6 zu einer Abbildung 
auf ganz R 4 fort indem wir setzen (x, y, u, v) ~ = - (( - x, - y, - u, - v) ~) 
fiir x < 0. Dann ist ~ ein Hom60morphismus von R 4, der 2-dimensionale 
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Teilr~iume in 2-dimensionale Teilr/iume iiberfiihrt, also eine Kollineation 
von E 2 . Daher l~iBt sich jede Kollineation von E 2 zu einer Kollineation von 

E 2 fortsetzen, und wir haben A 2 c ~2. Da umgekehrt die Beschr~inkung 
jeder Kollineation aus ~2 auf den Halbraum x I> 0 eine Kollineation von E 2 
ist, folgt ~2 c A2" Da nun A und ~2 treu auf R 3 operieren und dort iiber- 

einstimmen, folgt A = ~2" Insgesamt folgt A = A 2 und entsprechend folgt 

A = A  1 • 

Wir werden welter unten aus den 4-dimensionalen Translationsebenen 
[2-]-[7] Translationsebenenh~ilften heraussuchen, die sich gem~iB Satz 1 
zu einer Ebene verheften lassen. Da die Kollineationsgruppe durch ihre 
Wirkung auf dem gemeinsamen Rand R 3 festliegt, miissen beide Translation- 

sebenenh~ilften dieselbe Kollineationsgruppe besitzen, das heil3t, sie miissen 
aus derselben Ebenenschar stammen. Die Ebenenscharen h~ingen meist yon 
einem oder mehreren Parametern ab, wobei die Parameter zum Tell in der 

Gruppe stecken ( 'Gruppenparameter ')  zum Teil 'geometrische Parameter '  

sind (Beispiel eines geometrischen Parameters ist etwa der Parameter bei den 
hyperbolischen projektiven Ebenen [14-]). Nach Lemma 5 miJssen wir die 
Gruppenparameter  in beiden Ebenenh~ilften gleich nehmen, die geometri- 

schen Parameter werden wir aber 'aufteilen', das heiBt fiir x ~< 0 und fiir 

x i> 0 verschieden ansetzen. Fiir einen solchen geometrischen Parameter w 

werden wir w, schreiben, wobei w i = w I fiir x ~< 0 und w, = w 2 fiir x/> 0 

gesetzt wird. 

Wir sind vor allem an Ebenen interessiert, die flexibel sind. Dazu ist 

notwendig, dab dim A/> 6 gilt. Wir zeigen aber sogar 

LEMMA 6. Eine nach Satz 1 durch Verheftung entstehende Ebene ist genau 

dannflexibel, wenn dim A f> 6 gilt. 
Beweis. Wenn man bei einer 4-dimensionalen Translationsebene einen 

Teilraum R 3 fixiert, verliert die Kollineationsgruppe mindestens eine 
Dimension. Aus dim A/> 6 folgt daher, dab die beiden beteiligten Transla- 
tionsebenen eine mindestens 7-dimensionale Kollineationsgruppe besitzen 

und daher flexibel sind. Wir zeigen nun, dab A eine 6-dimensionale Bahn im 
Fahnenraum der verhefteten Ebene besitzt: zun~ichst ist A transitiv auf dem 
durch x > 0 gegebenen Halbraum, da die positive Streckungsgruppe des R 4 
transitiv auf der Menge der T-Bahnen mit x > 0 wirkt. Nun fixieren wir 
einen Punkt  p = (x 1 , y l ,  u I , vl) mit x~ > 0. Die Standgruppe von A auf 
diesem Punkt  ist noch mindestens 2-dimensional und enth~ilt keine Streck- 
ungen mit Zentrum p und Achse L~o. Da die erg~inzte Translationsebene 
E 2 flexibel ist, folgt, dab die Standgruppe Ap im Geradenbiisehel [p] eine 
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2-dimensionale Bahn besitzt. Sei L eine Gerade aus dieser Bahn, dann hat 
die Fahne p e L  eine mindestens 6-dimensionale Bahn, und die Ebene ist 
flexibel. 

Fiir die Wahl des Punktes zeLoo und der Fixbahn R s bedeutet das Lemma 
6 folgendes: sei $ die gemeinsame Kollineationsgruppe der beiden 
beteiligten Translationsebenen, dann hat man dim $ = 7 oder 8. Daraus 
folgt, dab z nieht aus einer 2-dimensionalen Bahn von ~ auf L genommen 
werden darf, sonst bek/ime m a n - d a  bei Fixieren von R 3 noeh mindestens 
eine Dimension verloren geht - dim A ~< 5. Der Punkt z mug also entweder 
ein Fixpunkt yon ~ auf L~o sein oder aus einer eindimensionalen Bahn von 
,~ auf Loo stammen. Sei der Punkt z fixiert und sei dim A = 7, dann diirfen 
wir bei Fixieren des Raumes R 3 nur noeh genau eine Dimension verlieren. 
Das ist nur dann m6glich, wenn bei der Operation von ,~ auf R4/7~t,.t~l 

ein eindimensionaler Teilraum festgehalten wird. 

Die folgende Aufz/ihlung yon Ebenen soil zeigen, dab das Konstruktions- 
verfahren tats/iehlieh eine Reihe flexibler Nicht-Translationsebenen liefert. 
Fine Vollst/indigkeit der Liste wird nieht garantiert. Aueh ersparen wit uns 
die Angabe der vollen Kollineationsgruppe F u n d  die Bestimmung der 
genauen Isomorphietypen. Vermutlieh l/iBt sich das Verfahren auch bei 
8- und 16-dimensionalen Ebenen anwenden. 

SATZ 2. Aus den Translationsebenen [2, Satz5] leitet sich folgende 2- 

parametrige Schar 4-dimensionaler Nicht-Translationsebenen ab: Au f  R 4 =  

{ (x, y, u, v); x, y, u, v~R}  sind als Geraden gegeben alle Senkrechten der Form 

(x, y) = const., ferner alle Geraden L ,p,uo,vo, ~, fl, Uo, v o ~ R mit der Gleichung 

u = ax + fly + u o 

v = - wi[#]x + ay + %.  

Dabei ist w~ = w I J~r x <<. 0 und w I = w 2 f~r x >1 0 und w~ =/= w 2 . Aul3erdem 
ist 

{# Nr# O 
w/[#] = w,# f~r # ~< 0. 

Die Ebenen haben 3-dimensionale Translationsgruppe beziiglich L® und 

3-dimensionale Scherungsgruppe mit z als Scherungszentrum. Sie sind flexibel 
und haben eine 6-dimensionale Kollineationsgruppe. 

Beweis. Als Punkt z muB ein Punkt aus der eindimensionalen Bahn auf 
L genommen werden, bis auf Isomorphic etwa der ferne Punkt der Geraden 
(x, y )=  (0, 0). Auszeichnung tier invarianten T-Bahn kann ohne Beschr~in- 
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kung der Allgemeinheit erfolgen indem man x = 0 setzt. Als Standgruppe 
yon A auf 0eR'* hat man dann noch die Gruppe 

1 } d ,a,d,  ceR,  ad--pO . 

c d 

Das Gleichungssystem (,) aus Lemma 4 hat die Form 

ot(x~ - x z )  + f l ( y~  - Y z )  = u l  - u 2 
(*) 

w218]x2 - w~[8]xl + ~(y~ - y2)= v~ - v~. 

Elimination von a gibt folgende Gleichung ftir 8: 

(w~[8]x~ - w~ [8]x1)(x~ - x z ) =  (y~ - y 9 ~ 8  

+ ( v  I - v ~ ) ( x ~  - x ~ )  - ( u  I - u 2 ) ( y  ~ - Yz)" 

Ftir die linke Seite L aieser Gleichung gilt 

L = ~ - (xl - x2)28 fiir 8 I> 0 

[(W2X 2 --  W1X1)(X 1 -- X2) 8 fiir8 ~< 0. 

In beidcn F~len ist wegen wt, w 2 > 0, x~ < 0, x 2 > 0 dcr Faktor b¢i 8 negativ. 
Auf der rechten Seite steht eine Gerade mit Steigung >i 0, und daher gibt es 
genau einen Schnitt, also genau eine L6sung 8. Da der gcknickt¢ Linienzug 
L und die Gerade der rechten Seite sich stetig/indern wenn man xt ,  x 2, y~, 
Y2, u~, u 2, v~, v 2 variiert, ist die L6sung 8 stetig. 

BEMERKUNG.  Es ist auch crlaubt, eincn der b¢iden Parameter wi als 1 
zu nehmen, dann ist eine Ebenenh/~lfte die H~ilfte einer desarguesschen 
Ebcn¢. 

SATZ 3. Die Translationsebenen [3, Satz 2] liefern folgende 3-parametrige 
Schar 4-dimensionaler Nicht-Translationsebenen: Au f  R 4 = {(x, y, u, v); 
x , y , u , v ~ R }  werden neben den Senkrechten (x ,y)=cons t .  die Geraden 

Ls, t.uo,v o, s, t, Uo, v o ~ R, ausgezeichnet die dutch folgende Gleichunfl gegeben 
sind 

u = (t - s2/2)x + sy + u 0 
(,) 

V = ( - -  S 3 / 3  - -  g S 2 / 2  +fis)x + (t + s2/2 + gs)y + v o 

Dabei ist Z = f l i e r  x <~ 0,f~ = f 2 ~ r  x >I O,f 1 4:f2 und g2 + 4f  1 <. O, g2 + 4f 2 <. O. 
Die Ebenen besitzen 3-dimensionale Translationsgruppe und 3-dimensionale 
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Scherungsgruppe. Sie sind flexibel und ihre Kollineationsgruppe A ist 6- 
dimensional. 

Beweis. Fixierung des Punktes zeLoo und Auszeichnung der T-Bahn 

durch x = 0 liegen hier fest. Der Parameter gis t  ein Gruppenparameter,  den 

Parameter f t e i l en  wir auf in f l  ,f2" Das Gleichungssystem (,) aus Lemma 4 
hat hier die Form 

t - - ~  (x~  - x 2)  + s ( y ~  - Y 2 )  = u ,  - u 2 

(__ s3 s2 S3 S2 + f 2s ) 

+ t + - ~ - + O S  ( y l - - Y 2 ) = V l - - V 2  • 

Elimination von t ergibt folgende Gleichung ffir s: 

F(s) l [ g ] = --~(XI - -X2 ) 2 s 3 +  (X1 --X2)(Yl - - Y 2 ) - - 2 ( X I  - -X2)  2 S2 

+ [ ( f , x ,  - f 2x2 ) ( x ,  - x2) - (y, - y2) 2 

+ g ( Y l  - Y 2 ) ( x l  - x2)]s + ( u l  - u 2 ) ( Y l  - Y2) 

- (v~ - v 2 ) ( x  ~ - x 2)  = O. 

Die Ableitung F'(s) ist eine quadratische Funktion in s mit der Diskriminante 

D = [2(x I - x2)(y 1 - Y2) - g(xl - x2):] 2 

+ 4(x, - x2) 2 [ ( f , x ,  - f 2 x 2 ) ( x ,  - x2) 

-- (Yl -- Y2) 2 + g(Yl -- Y2)(Xl -- X2)] 

= (x, - x2)2[Oa(x, - x2) 2 + 4(x, - x l ) ( f l x  , - f 2x2 ) ]  

~'~ (X 1 -- X2)2[(0 2 -~- 4f,)x~ + (~2 "Jl- % ) X  2 

- (0 2 + 4f, + g 2 + 4f2)x,x2] ~ O, 

denn es ist x I ~< 0, x 2 i>0 und 02 +4f l  ~< 0, 02 +4f2 ~< 0. Die kubische 
Funktion F(s) besitzt somit eine negativ definite Ableitung, und daher ist die 
Gleichung F(s) = 0 eindeutig nach s aufl6sbar. Da in (,) nur differenzierbare 

Funktionen vorkommen, ist die L6sungsfunktion nach dem Satz fiber 
implizite Funktionen auBerdem stetig. 

Wir kommen nun zu den Translationsebenen [5, Satz 1]. Wie H. H~ihl 
bemerkt hat, sind dies nur ffir p = 0 topologische Ebenen, wir setzen also 
durchweg p = 0. Ffir unsere Zwecke wollen wir die beiden Fixpunkte aufder  
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Translat ionsachse vertauschen und die Gruppe  in folgender F o r m  schreiben: 

l( I 
Aw = rs w s > 0 

rcosq~ - - r s in~p  ; s > 0 /  

r sin ~p r cos ~p] ~peRJ 

Die Matr izen der Par t i t ion miissen dann  invertiert werden, d.h. 

, _ s - l ( c  cos q~ _ sin q~) s - W c o s ~ o ]  ' s > O ' q ~ s R  

wobei far die Parameter  w u n d c  gilt 0 < w < 1 und (w - 1)2c 2 ~< 4w. 

SATZ 4. Aus  den Translationsebenen [5, Satz 1] in obiger Form erhiilt man 

bei Fixieren der T-Bahn x = 0 folgende 3-parametrige Schar yon Nicht-  

Translationsebenen: A u f  dem Punktraum R4 = { (x, y, u, v); x, y, u, v ~ R }  

seien als Geraden ausoezeichnet alle Waagrechten (u, v) = const., alle Senkre- 

chten (x, y) = const., ferner alle Teilmengen L o,vo, s > O, ~p, u o, YOUR, die 
dutch die Gleichung 

u = s -  1 (c i sin ~p + cos ~p)x - s -  w sin ~py + u o 

v = - s -  l(ci cos ~p - sin ~p)x + s -w cos ~py + v o 

definiert werden. Dabei ist c i = c I ffir x <~ 0 und c i = c 2 ffir x >i 0 gesetzt. 

Fiir die Parameter w, c l ,  c 2 gelten die Bedingungen (w - 1)2c~ ~< 4w, (w - 1) 2 

c 2, ~< 4w, (w - 1)2cl c 2 <<. 4w und c 1 --/: c 2 . Die Ebenen haben 3-dimensionale 

Translationsgruppe und 2-dimensionale Scherungsgruppe. Sie sind f lexibel  

und ihre K ollineationsgruppe ist 6-dimensional. 

Beweis. Beim Suchen der Verbindungsgeraden von  (xl,  Yl, ul ,  vl) und 

(x2, Y2, u2, v2), xl ~< 0, x 2 i> 0 k6nnen  wir (u I , vl) ~ (u 2, 02) annehmen,  
da  sonst die Waagrechte  durch  die beiden Punk te  die Verbindungsgerade 

w/ire. Das  Gleichungssystem (.) aus L e m m a  4 h a t -  etwas umgesch r i eben -  

die F o r m :  

( s - l ( x 2 - x l )  s -~(c2x2-c~x~)-s - ' (y  2 - yl )~ (c.os ~o / 
- [s- t(c 2 x 2 - c I x t ) - s-w(y 2 - Yl )] s- l(x 2 - x I ) / \ sm ~p / 

::) 
D e r V e k t o r (  u 2 -  Ul ~ is t  nach Voraussetzung nicht der Nullvektor,  der 

\ 1)2 /31 / 

"~liegt c°s~° auf  dem Einheitskreis. Die Matr ix ist eine Dreh-  Vektor  sin ~o / 
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streckung, abh~ingig von dem Parameter s. Wenn wir zeigen k/innen, dab 

die Determinante dieser Matrix streng monoton  in s > 0 ist, dann existiert 

ein s, das den Einheitskreis in den Kreis durch ( u 2 -  u l ~  streckt. genau 
\ i)2 1)1 / 

Auf dem Einheitskreis findet man dann eindeutig ein q ~ R  mod 2n, das 

dabei nach ( u2 - ul ) iibergeht. 
\1)2 I)1 

Wenn wir s statt s-~ schreiben, dann erhalten wir for die Determinante: 

D(s) = s2[ (x2 - x l )  2 + (c2x 2 - c l x l )  2 ] 

- 2sW+ I(c2 X2 --  C l X I ) ( Y 2  - -  Yl) -k- S2w(y 2 --  y l  )2 

mit der Ableitung nach s: 

D'(s) = 2s{(x 2 + xl) 2 + (c2x 2 - ClXl) 2 

- - ( W  + 1 ) S W - I ( c 2 x 2  - -  ClX1)(y  2 - -  Yl) + w s 2 W - 2 ( y 2  - Yl)}" 

In der geschweiften Klammer steht ein quadratisches Polynom in s w- a mit 
Diskriminate 

(Y2 --  Yl)  2 [ ( W - -  1)2(C2X2 - -  C lXl )  2 - -  4W(X 2 --  X l ) 2 ] .  

Aus den vorausgesetzten Bedingungen an die Parameter w, cl ,  c 2 folgt, 
daB die Diskriminante ~< 0 ist, und hieraus ergibt sich die Existenz der 
Verbindung. 

Die Ebenen aus [5, Satz 2] werden ganz analog behandelt (man setze 
wieder p = 0 und vertausche die Rolle der beiden Fixpunkte aufder  Transla- 
tionsachse). Wir geben nur den Satz an: 

SATZ 5. Aus den Translationsebenen [-5, Satz2]  leitet sich fol#ende 2- 
parametrige Schar topologischer 4-dimensionaler N icht- Translationsebenen 

her." A u f  dem Punktraum R 4 = {(x, y, u, v): x, y, u, v ~ R }  seien als Geraden 
ausgezeichnet alle Waagrechten (u, v) = const, alle Senkrechten (x, y) = const, 

ferner alle Teilmengen L,t,uo,vo, tp~R mod 2n, t, u o, voeR,  die durch die 

Gleichung 

u -- e-t(wi cos tp + t sin q~)x + e-t( - sinq~)y + u o 

v = e-t(wi sin q~ - t cos ~o)x + e -t  cos (py + v o 

definiert werden. Dabei ist w i = w 1 fffr x <~ 0 und w i = w E ffir x >1 0 gesetzt. 
Fiir die Parameter wl, w 2 gelten die Bedingungen 1 ~< 4w21, 1 ~< 4w~, 1 ~< 4w 1 w e 
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und w I ~ w 2 . Die Ebenen haben 3-dimensionale Translationsoruppe beziiglich 
L ,  2-dimensionale Scherungsoruppe beziiglich z e L  und besitzen eine 6- 
dimensionale Kollineationsgruppe. 

BEMERKUNG. Die oben angegebenen Ebenen sind tats/ichlich Nicht- 
Translationsebenen in dem Sinn, dab sie weder isomorph noch dual zu 
Translationsebenen sind: da sie n~imlich flexible sind, mfiBte die duale 
Translationsebene eine mindestens 7-dimensionale Kollineationgruppe 
besitzen. Die aufgef/ihrten Ebenen haben aber alle nur eine 6-dimensionale 
Kollineationsgruppe, da fiir x ~< 0 und fiir x i> 0 nicht-isomorphe Transla- 
tionsebenen genommen wurden und folglich die Fixbahn x = 0 unter der 
vollen Kollineationsgruppe invariant ist. 

BEISPIEL. Wenn man die Ebenen aus I2, Satz 5] dualisiert, bekommt 
man Ebenen, die sich aus zwei desarguesschen Ebenenh/iiften zusammenset- 
zen. Die beiden H/ilften sind l~ings fl = 0 verheftet. AIs Frage bleibt, ob man 
zwei desarguessche Ebenenh/ilften so miteinander verheften kann, dab die 
entstehende Ebene weder isomorph noch dual zu einer Translationsebene 
ist. 
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